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题目来源

2013 研究前沿 

数学，计算机科学与工程 

排名 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

研究前沿 

高能可充电锂-空气电池 

非线性分数阶微分方程的边界值问题 

生物柴油燃料燃烧的化学动力学反应机制 

非局部铁摩辛柯梁理论和碳纳米管 

受约束的全变分图像去噪与恢复 

石墨烯晶体管 

分析新一代 DNA 测序数据 

纳米流体传热 

二氧化碳捕获中的钙循环过程 

差分进化算法和 Memetic 计算 

核心文献 

49 

47 

49 

39 

49 

16 

6 

40 

36 

30 

引用次数 

2,006 

1,172 

1,555 

1,480 

2,741 

2,270 

2,025 

1,928 

1,562 

1,351 

核心文献平均出版年 

2010.8 

2010.2 

2010.0 

2009.8 

2009.7 

2009.7 

2009.6 

2009.6 

2009.6 

2009.6 

来源: 汤森路透 Essential Science Indicators 

受约束的全变分图像去噪与恢复 

这个研究前沿中的核心文献提出各种方法和算法

来修复或恢复各种信号、图像和视频信息，面向的

情形可能是稀疏的数据源，或者噪音和模糊部分需

要修正，或者需要补充丢失的数据。这些技术的应 

用包括医学图像处理和情报收集。具体例如在充满

噪音的视频中追踪运动物体，由卫星观测来定位地

面物体，无人驾驶飞机的控制，和在 CT 扫描中使

用最小的放射剂量。 

22 汤森路透 
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研究目的及意义

研究意义

诸多学者提出各种方法和算法来修复或恢复各种信号、图像和视频信息，面

向的情形可能是稀疏的数据源，或者噪音和模糊部分需要修正，或者需要补充丢

失的数据。这些技术的应用包括医学图像处理和情报收集。具体例如在充满噪音

的视频中追踪运动物体，由卫星观测来定位地面物体，无人驾驶飞机的控制，和在

CT 扫描中使用最小的放射剂量。

研究目的

针对不同的图像处理目的，已产生许多模型和算法。利用变分法完成建模并

设计求解算法是当前解决图像处理问题的重要途径之一，而分裂 Bregman 方法
则是近年发展起来的求解变分模型的重要手段之一。
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国内外研究现状
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核心文献之间的引用关系

3⃝ Yin WT,Osher S et al,Bregman Iterative Algorithms for ℓ1-Minimization
with Applications to Compressed Sensing,[2008]

20⃝ Goldstein T,Osher S,The Split Bregman Method for L1-Regularized
Problems,[2009]
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关键人物：多篇核心文献的作者

分裂

Bregman
核心人物

Stanley
Osher

Goldstein
Tom

Yin
Wo-tao

Cai
Jian-feng

Shen
Zuo-wei

Tai Xue-
Cheng

谭兵 (SWPU) 2014 级学士学位答辩 (SWPU) 2018-06-10 8 / 117



绪论 图像复原 预备知识 正则化 分裂 Bregman 方法 分裂 Bregman 在图像处理中的一些应用 总结与展望 参考文献

研究方法和研究内容

第一部分
综述分裂 Bregman 方法国内外研究
现状，介绍图像复原的基本知识；

第二部分
介绍 Bregman 距离等预备知识，
引入正则化思想和贝叶斯框架；

第三部分

阐述分裂 Bregman 迭代算法的思想、步骤及
收敛性，介绍分裂 Bregman 迭代算法在图像
处理中的应用，并通过数值实验说明其优越性；

第四部分 总结论文内容，并对进一步的工作进行展望。
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图像采集

图像采集

图像通过图像系统获取，图像系统包括光学部件和检测器，他们都必须考虑

到成像过程的准确建模。
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图像采集

光学系统

光学系统可以被概括为一种装置，其收集来自物体的光在平面中形成的图

像，因此称为图像平面。

下面的积分描述物体 x(s) 的强度与获得的图像 f̃(s) 之间的线性关系：

f̃(s) =
∫

H(s− s′) x(s′) ds′

H 被称为脉冲响应。
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图像采集

光学系统

光学系统可以被概括为一种装置，其收集来自物体的光在平面中形成的图

像，因此称为图像平面。

下面的积分描述物体 x(s) 的强度与获得的图像 f̃(s) 之间的线性关系：

f̃(s) =
∫

H(s− s′) x(s′) ds′

H 被称为脉冲响应。

检测器

除了光学部件之外，图像系统的另一个基本装置是检测器，它位于图像平面

内并测量入射辐射，将其转换为电信号。
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图像中形成的错误

模糊

一般来说，模糊及其起源可以分为三大类，每一类都有自己的 PSF：

光学模糊，常被称为“离焦模糊”，这是由于图像平面偏离光学透镜的焦点造

成的；

机械模糊，或称为“运动模糊”，其由图像采集过程期间目标物体或图像装置

的快速机械运动引起的；

中等诱导模糊，这是由于光线通过其传播的介质的散射或光学湍流造成的。
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图像中形成的错误

噪声

高斯噪声：均值为 µ 和方差为 σ2 的单变量高斯噪声的密度函数是

p(x) = 1√
2πσ2

e− (x−µ)2

2σ2

泊松噪声：在给定时间间隔 T 内接收 k 个粒子的概率由下式给出：

p(k) = e−λλk

k!
k = 0, 1, 2, ...

其中 λ 与 T 成正比，是事件的预期值。
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图像复原是不可逆的问题

使用算子理论：在定义了 x 和 f̃ 的函数空间上，考虑算子 T：

T{x} → f̃

我们有

T{x} =
∫

H(s− s′)x(s′) ds′

然后图像恢复的问题就是找到逆变换 T −1 使得

T −1{f̃} → x

由于这个原因，图像处理中发现的大多数问题都是反问题。
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图像复原是不可逆的问题

一个问题通过使用稳定算法计算得到了“好”的解决方案，前提该问题是适

当且条件充足的。

适定问题

在 Hadamard 意义上，一个问题是适定的，如果满足以下三条性质：

存在解决方案；

该解决方案是唯一的；

该解决方案连续依赖于定解条件，即解是稳定的。
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图像复原是不可逆的问题

图像恢复的不适定性可以用 Riemann-Lebesgue 引理来证明，它指出：

lim
α→∞

∫
H(s− s′) sin(αs′) ds′ = 0

然后有

lim
α→∞

∫
H(s− s′)[x(s′) + sin(αs′)] ds′ =

∫
H(s− s′)x(s′) ds′ = ỹ (2.1)

换句话说，无限频率的正弦曲线可以被添加到物体分布 x ，并且结果与图像

分布 ỹ 相同。所以图像恢复问题是一个不适定的问题。

(2.1)的直接含义是我们选择一个小的值 ϵ1，存在一个值 A 使得∫
H(s− s′) sin(αs′) ds′ < ϵ1 ∀α ≥ A

因此 ∫
H(s− s′)[x(s′) + sin(αs′)] ds′ = ỹ + ϵ ∀α ≥ A, |ϵ| < ϵ1
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换句话说，无限频率的正弦曲线可以被添加到物体分布 x ，并且结果与图像
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图像复原是不可逆的问题

图像恢复是一个不可逆的问题

这表明，如果选择无限小的值 ϵ 并将其添加到图像分布 ỹ 中，则从图像恢复

的意义上来讲，这不能与具有频率为 α 的正弦曲线的附加分量的原始对象分布

相区分开。由于 ϵ 可以是任意小的，因此无法将平凡的扰动与原始对象分布中的

有限非平凡扰动区分开来。
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次梯度和次微分

次梯度与次微分

假设 J : X → R 是一个凸函数，并且 u ∈ X。如果向量 p ∈ X∗（X∗ 为 X

的对偶空间）对任意的 ∀v ∈ X∗，有

J(v)− J(u)− ⟨p, v − u⟩ ⩾ 0.

则称 p 为向量值函数 J(x) 在 u 处的次梯度，所有在 u 处 J 的次梯度的集合称

为 J 在 u 处的次微分，它由 ∂J(u) 表示。

请注意，次微分扩展了函数的渐变概念。例如，L1 范数不可微。但是存在次
梯度，即是次微分的。 ∂

∂x ||x||1 = sign(x).
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Bregman距离

本文讨论的所有算法都依赖于 L.M.Bregman在 1966年提出的 Bregman距离。
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Bregman距离

Bregman 距离
假设 J : X → R 是一个凸函数，u, v ∈ X 和 ξ ∈ ∂J(v)。那么点 u 和 v 之间

的 Bregman 距离由下式定义

Dξ(u, v) ≡ Dξ
J(u, v) = J(u)− J(v)− ⟨ξ, u− v⟩.
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Bregman距离

Bregman 距离
假设 J : X → R 是一个凸函数，u, v ∈ X 和 ξ ∈ ∂J(v)。那么点 u 和 v 之间

的 Bregman 距离由下式定义

Dξ(u, v) ≡ Dξ
J(u, v) = J(u)− J(v)− ⟨ξ, u− v⟩.

Total variation regularisation in image and sinogram space for PET reconstruction

Let us mention few properties on the Bregman distance. For instance, if J is Gâteaux

differentiable then the subdifferential of J contains a unique element ξ and in that case

Dξ
J(u, v) = 0, see Definition 2.4.5. On the other hand, if J is not Gâteaux differentiable

then the subdifferential is multivalued and each element d ∈ Dξ
J(u, v) represents a distance

between u and v. One can immediately observe that the Bregman distance is not a metric

in the usual sense, since it is not in general symmetric or the triangular inequality is not

true. Moreover, for not strictly convex functionals, it is possible to have 0 ∈ Dξ
J(u, v) for

u 6= v and also there is no guarantee that Dξ
J(u, v) is nonempty since the subdifferential

can be nonempty. However, it produces a measure of how close are the elements u, v ∈ X,

see Figure 3.9. More precisely, it is a difference between the value of the tangent at v

evaluated at u and the value of J at u.

J(u)

J(v)

v u X

D
ξ
J(u, v)J

< ξ, u− v >

Figure 3.9: Bregman distance Dξ
J(u, v).

Let us mention some basic properties on the Bregman distance and their proofs are

based in the definitions of Bregman distance and the subdifferential of functional J .

(1) Dξ
J(u, u) = 0 , ∀u ∈ X.

(2) Dξ
J(u, v) ≥ 0, since ξ ∈ ∂J(v).

(3) If J is a strictly convex functional then Dξ
J(u, v) = 0⇔ u = v.

(4) If w ∈ X lies on the line segment between u, v then Dξ
J(u, v) ≥ Dξ

J(w, v).

Bregman distance is strongly related to the source condition (3.41) through the fol-

lowing observation. With a specific subgradient ξ satisfying the source condition we have

Dξ
J(u, ũ) = J(u)−J(ũ)−〈ξ, u− ũ〉X,X∗ = J(u)−J(ũ)−〈w̃,R(u− ũ)〉X,X∗ , hence it pro-

vides a relation between the error in the regularisation functionals and the output error

74

图 1: Bregman 距离 Dξ
J (u, v)
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Bregman距离

Bregman 距离有几个很好的特性，使它成为解决 L1 正则化问题的有效工
具，例如，

性质

对于 u, v ∈ X 和 ξ ∈ ∂J(v)，Dξ
J(u, v) ≥ 0

性质

Dξ
J(v, v) = 0
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约束优化

一般约束优化问题可以表示为：

min
x∈Rn

f(x) subject to

 hi(x) = 0 i = 1, 2, · · · , m

gj(x) ≤ 0 j = 1, 2, · · · , n
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约束优化

一般约束优化问题可以表示为：

min
x∈Rn

f(x) subject to

 hi(x) = 0 i = 1, 2, · · · , m

gj(x) ≤ 0 j = 1, 2, · · · , n

我们知道对于等式约束的最小化问题可以使用拉格朗日法进行求解，对于

不等式约束优化问题，只要满足 KKT 条件，也可用拉格朗日法求解。
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约束优化

一般约束优化问题可以表示为：

min
x∈Rn

f(x) subject to

 hi(x) = 0 i = 1, 2, · · · , m

gj(x) ≤ 0 j = 1, 2, · · · , n

我们首先定义上式问题的拉格朗日函数为：

L(x, α, β) = f(x) +
m∑

i=1
αihi(x) +

n∑
j=1

βjgj(x)
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约束优化

一般约束优化问题可以表示为：

min
x∈Rn

f(x) subject to

 hi(x) = 0 i = 1, 2, · · · , m

gj(x) ≤ 0 j = 1, 2, · · · , n

我们首先定义上式问题的拉格朗日函数为：

L(x, α, β) = f(x) +
m∑

i=1
αihi(x) +

n∑
j=1

βjgj(x)

然后可行解 x∗ 需要满足的 KKT 条件如下所述：

∇xL(x∗, α, β) = 0

hi(x∗) = 0

gj(x∗) ≤ 0

βjgj(x∗) = 0

βj ≥ 0
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约束优化

一般约束优化问题可以表示为：

min
x∈Rn

f(x) subject to

 hi(x) = 0 i = 1, 2, · · · , m

gj(x) ≤ 0 j = 1, 2, · · · , n

我们首先定义上式问题的拉格朗日函数为：

L(x, α, β) = f(x) +
m∑

i=1
αihi(x) +

n∑
j=1

βjgj(x)

KKT 条件结论
对于一般问题而言，KKT 条件是一组解成为最优解的必要条件，而对于凸

问题而言 KKT 条件是一组解成为最优解的必要条件。
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复原质量评价

客观评价图像质量有很多指标，常见的有均方误差、归一化均方误差、信噪

比、峰值信噪比等，其中的一个重要指标是峰值信噪比（PSNR），它是信号最大可
能功率与噪声功率的比值，单位是分贝，它在文献中有许多不同的定义。给定 u

是原始图像，u0 是恢复的图像，本文使用的 PSNR 的一个流行定义是

峰值信噪比 PSNR

PSNR = 10× log10

N∑
i=1

2552

1
MN

N∑
i=1

(u(i)− u0(i))2

通常，较大的 PSNR 表明图像重建质量较高。
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基本介绍

我们来看一个欠定问题的例子。具有两个方程和三个未知数 x1, x2, x3 的方程组 1 1 1
1 2 3




x1

x2

x3

 =

 1
2


该问题的通解是

x =


x1

x2

x3

 =


0
1
0

 +


1
−2
1

 t

显然该问题有无数组解，它可以是 x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0（t = 0）或 x1 = 1, x2 =
−1, x3 = 1（t = 1）。
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基本介绍

正则化是基于某些条件、信息、先验知识等将解决方案限制为唯一的。下面

我们介绍两种如何在不添加新方程的情况下调整欠定方程的方法。

L2 最小长度解
从 n 维空间的原点到点 x ∈ Rn 的欧几里德距离可以测量为 ℓ2 范数 ∥x∥2。

找到欠定方程解中具有与原点的最小欧几里德距离（最小 ℓ2 范数）的最小长度

解的问题可以描述为以下最小化问题。

min
x
∥x∥2

2 subject to Ax = b.

上式的拉格朗日函数为 L(x, λ) = 1
2 x⊤x + λ⊤(Ax− b)，唯一最小解 x∗ 如下

x∗ = A⊤(AA⊤)−1b

上面例子的 L2 最小长度解为 (0.33, 0.33, 0.33)
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基本介绍

L2 正则化
ℓ2 正则化与 ℓ2 最小长度解相似，ℓ2 正则化最小化了联立方程偏离的量（误

差）和解的 ℓ2 范数的平方 ∥x∥2
2。

min
x

1
2
∥Ax− b∥2

2 + λ∥x∥2
2

其中 λ 为正则化参数，ℓ2 正则化在统计领域被称为岭回归。该式确定的唯一解

x∗ 表示为

x∗ = (A⊤A + 2λI)−1A⊤b

由上式确定的最小值解 x∗ 不再精确地满足 Ax = b。Ax 和 b 之间的偏移量

的大小 ∥Ax− b∥2
2 称为损失函数。正常数 λ 起到平衡的作用，使得目标的损失函

数和 ℓ2 范数都变小，并且有必要预先设定适当的值。将选择具有损失函数小（近

似良好满足联立方程）的解。
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基本介绍
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贝叶斯框架 最大似然函数

使用前面的符号，设 f 表示检测到的图像，在高斯噪声的情况下，f 是随机

变量 F 的实现，其元素 Fi 是具有均值 (Hx + b)i 和方差 σ2
i 的高斯随机变量。
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贝叶斯框架 最大似然函数

假设与每个像素相关的随机变量在统计上是独立的，那么在给定 H, x 和 b

的情况下，F 的概率分布为：

pF (f ; x) =
∏
i∈S

1√
2πσ2

i

e
− (fi−(Hx+b)i)2

2σ2
i
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的情况下，F 的概率分布为：

pF (f ; x) =
∏
i∈S

1√
2πσ2

i

e
− (fi−(Hx+b)i)2

2σ2
i

最大似然法（ML）估计就是这种函数的最大值。在高斯噪声的情况下，如果
我们对上式取负对数，然后可以得到

ϕ0(x) =
∑
i∈S

{
− ln 1√

2πσ2
i

+ (fi − (Hx + b)i)2

2σ2
i

}

谭兵 (SWPU) 2014 级学士学位答辩 (SWPU) 2018-06-10 27 / 117



绪论 图像复原 预备知识 正则化 分裂 Bregman 方法 分裂 Bregman 在图像处理中的一些应用 总结与展望 参考文献

贝叶斯框架 最大似然函数

假设与每个像素相关的随机变量在统计上是独立的，那么在给定 H, x 和 b

的情况下，F 的概率分布为：

pF (f ; x) =
∏
i∈S

1√
2πσ2

i

e
− (fi−(Hx+b)i)2

2σ2
i

最大似然法（ML）估计就是这种函数的最大值。在高斯噪声的情况下，如果
我们对上式取负对数，然后可以得到

ϕ0(x) =
∑
i∈S

{
− ln 1√

2πσ2
i

+ (fi − (Hx + b)i)2

2σ2
i

}

由于 ln 1√
2πσ2

i

是常数，上式的本质是最小化加权最小二乘逼近

min 1
2

∥∥∥∥fi − (Hx + b)i

σi

∥∥∥∥2

2
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贝叶斯框架 最大后验估计

在贝叶斯方法中，未知对象 x 也被认为是一个多值随机变量的实现，并且先

验信息被编码成该随机变量的给定概率分布 pX(x) ，即所谓的先验信息。
贝叶斯公式表示为：

pX(x|f) = pX(x)pF (f |x)
pF (x)

如果在上面等式中加入 f 的检测值，我们得到 X 的后验概率分布

P X
f (x) = LF

f (x)pX(x)
pF (f)
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重建算法

我们首先从基追踪（Basis Pursuit）问题出发

argmin
x
∥x∥1 such that Ax = b

LASSO 回归
argmin

x

1
2
∥Ax− b∥2

2 + λ∥x∥1

岭回归

argmin
x

1
2
∥Ax− b∥2

2 + λ∥x∥2
2

最佳子集回归

argmin
x

1
2
∥Ax− b∥2

2 + λ∥x∥0
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重建算法

下面我们简单分析下选择 L1 正则项和 L2 正则项之间的区别和联系。146 3. LINEAR MODELS FOR REGRESSION

Figure 3.4 Plot of the contours
of the unregularized error function
(blue) along with the constraint re-
gion (3.30) for the quadratic regular-
izer q = 2 on the left and the lasso
regularizer q = 1 on the right, in
which the optimum value for the pa-
rameter vector w is denoted by w�.
The lasso gives a sparse solution in
which w�

1 = 0.

w1

w2

w�

w1

w2

w�

For the remainder of this chapter we shall focus on the quadratic regularizer
(3.27) both for its practical importance and its analytical tractability.

3.1.5 Multiple outputs
So far, we have considered the case of a single target variable t. In some applica-

tions, we may wish to predict K > 1 target variables, which we denote collectively
by the target vector t. This could be done by introducing a different set of basis func-
tions for each component of t, leading to multiple, independent regression problems.
However, a more interesting, and more common, approach is to use the same set of
basis functions to model all of the components of the target vector so that

y(x,w) = WTφ(x) (3.31)

where y is a K-dimensional column vector, W is an M × K matrix of parameters,
and φ(x) is an M -dimensional column vector with elements φj(x), with φ0(x) = 1
as before. Suppose we take the conditional distribution of the target vector to be an
isotropic Gaussian of the form

p(t|x,W, β) = N (t|WTφ(x), β−1I). (3.32)

If we have a set of observations t1, . . . , tN , we can combine these into a matrix T
of size N × K such that the nth row is given by tT

n . Similarly, we can combine the
input vectors x1, . . . ,xN into a matrix X. The log likelihood function is then given
by

ln p(T|X,W, β) =
N∑

n=1

lnN (tn|WTφ(xn), β−1I)

=
NK

2
ln
(

β

2π

)
− β

2

N∑
n=1

∥∥tn − WTφ(xn)
∥∥2

. (3.33)

图 2: 误差函数与 L2 正则化（左）和 LASSO 正则化（右）的约束区域

因此，L1 范数可以导致稀疏解，L2 范数可以导致稠密解。
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其他正则化的例子

其他正则化的例子：

Elastic-net：这种估计是 Lasso 和 Ridge 的结合，通过找到最小化：

argmin
x

1
2
∥Ax− b∥2

2 + λ∥x∥2
2 + µ∥x∥1

该估计具有 Ridge 和 Lasso 回归的好处：从 LASSO 中进行特征选择，以及
从 Ridge 回归中对数值稳定性进行正则化。

TV 正则化：

argmin
x

1
2
∥Ax− b∥2

2 + λ∥∇x∥1

这种类型的正则化用于保留边缘，同时去除噪声信息。它广泛用于图像处理。
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重建算法总结

广泛的重建算法分为三类：凸优化，贪心方法和贝叶斯方法。

凸优化方法提供了更好的性能，以重构精度来衡量，代价是计算复杂度更高。

贪婪方法比较简单，但没有凸算法的重构保证。

贝叶斯方法提供了最佳的重建保证，以及重建质量的不确定性估计，但具有

相当大的计算复杂性。
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贝叶斯理论看正则化

接下来我们将从贝叶斯的观点来看常见的一些回归方法，首先给出我们的

结论，从概率论的角度来说：

最小二乘的解析解可以从高斯分布以及最大似然估计求得

Ridge 回归可以用高斯分布和最大后验估计获得

LASSO 回归可以用拉普拉斯分布和最大后验估计获得
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从贝叶斯观点看岭回归

我们对参数 θ 引入方差为 α2 的零均值高斯先验 θi ∼ N (0, α2).
对参数 θ 引入高斯先验后，y(i) − θ⊤x(i) 的似然函数 L(θ) 为

L(θ) = p(y|X; θ)p(α) =
m∏

i=1
p(y(i)|x(i); θ)p(α)

=
m∏

i=1

1√
2πσ

exp
(
− (y(i) − θ⊤x(i))2

2σ2

) n∏
j=1

1√
2πα

exp
(
− (θ(j))2

2α2

)
取对数有：

l(θ) = ln L(θ)

= m ln 1√
2πσ

+ n ln 1√
2πα

− 1
σ2 ·

1
2

m∑
i=1

(y(i) − θ⊤x(i))2 − 1
α2 ·

1
2

n∑
j=1

(θ(j))2
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从贝叶斯观点看岭回归

得到引入高斯先验后的 θ 值的最大后验估计为

θMAPGuassian
= argmin

θ

 1
σ2 ·

1
2

m∑
i=1

(y(i) − θ⊤x(i))2 + 1
α2 ·

1
2

n∑
j=1

(θ(j))2


这等价于：

JR(θ) = 1
2
∥y − θ⊤X∥2

2 + λ∥θ∥2
2

最终公式就是岭回归计算公式。最大后验估计就是在最大似然估计公式后

乘以高斯先验，现在我们知道在参数中引入高斯先验等价于 L2 正则化。
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最终公式就是岭回归计算公式。最大后验估计就是在最大似然估计公式后

乘以高斯先验，现在我们知道在参数中引入高斯先验等价于 L2 正则化。
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从贝叶斯观点看正则化

从贝叶斯观点看正则化

正则化参数相当于在参数中引入先验分布，降低了模型的复杂度 (减少了解
空间)，增强了模型对噪声的鲁棒性 (泛化能力)。从贝叶斯角度看，整个优化问题
是一种贝叶斯最大后验估计，损失函数对应于后验估计中的似然函数，正则项对

应于后验估计中的先验信息，两者的乘积对应于贝叶斯最大后验估计的形式。
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分裂 Bregman方法

分裂 Bregman
方法在图像处理
中的一些应用

1. 绪论

研究意义

研究现状

研究内容

2. 图像复原

图像采集

图像错误

复原是不可
逆的问题

3. 预备知识

次梯度和
次微分

Bregman
距离和约
束优化

复原效
果评价

4. 正则化

基本介绍

贝叶斯框架

重建算法

5. 分裂 Breg-
man 方法

两个经
典问题

分裂
Bregman
迭代算法

ADMM
与分裂

Bregman

6. 分裂
Bregman 方
法的一些应用

图像恢复

图像重建

图像分割
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本章导图
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两个经典问题 基追踪问题

在基追踪问题中，我们寻找具有最小 L1 范数的线性方程的解，即我们想解
决约束问题

min ∥u∥1 such that Au = f (5.1)

其中

∥u∥1 =
n∑

i=1
|ui|.

(5.1)中的约束导致了一些困难，我们放松了约束，需要解决无约束的基追踪问题

min
u∈Rn

1
2
∥Au− f∥2

2 + µ∥u∥1 (5.2)

其中 µ ∈ R 是一个正的常数。可以证明，当 µ → ∞ 时，无约束问题的解收敛于
约束问题的解。
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两个经典问题 TV去噪问题

我们想要恢复受噪声影响的图像，这导致了如下形式的问题

min
u∈BV (Ω)

∥u∥BV + H(u). (5.3)

其中

∥u∥BV =
∫

Ω
|∇u| dx = ∥∇u∥1.

我们尝试恢复原始图像通过最小化

min
u∈BV (Ω)

µ

2
∥u− f∥2

2 + ∥∇u∥1, (5.4)

其中 µ > 0 是一个常数
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Bregman迭代算法

我们将介绍 Bregman 迭代方法，并证明它可以用来解决各种各样的约束优
化问题。

S.Osher 等人在 2005 年提出了 Bregman 迭代算法作为解决如下问题的有
效算法

min
u

J(u) + H(u, f), (5.5)

Osher 等人定义的 Bregman 迭代算法如下

算法 1 Bregman 迭代算法

initialize:k = 0, u0 = 0, p0 = 0.
while“uk not converge”do

uk+1 = argmin
u

Dpk

J (u, uk) + H(u)

pk+1 = pk −∇H(uk+1) ∈ ∂J(uk+1)
k = k + 1

end while
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Bregman迭代算法

很容易得到第一次迭代产生的结果为

u1 = min
u∈X

J(u) + H(u). (5.6)

因此该算法的第一次迭代解决了(5.5)。然而为了解决我们的初始问题，我们
需要剩余项最小，这就是为什么 Bregman 迭代算法一直持续到剩余项收敛。

在处理基追踪问题时，我们让 J(u) = ∥u∥1 和 H(u) = 1
2∥Au− f∥2

2。在研究

图像去噪时，我们让 J(u) = ∥u∥BV 或 J(u) = ∥∇u∥1，H(u) = 1
2∥u− f∥2

2.
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Bregman迭代求解无约束最小化问题

我们考虑以下问题：

min
u

J(u) + λH(u) (5.7)

其中 λ 是正数。

我们可以修改这个问题，迭代地解决：

uk+1 = argmin
u

Dpk

J

(
u, uk

)
+ λH(u)

= argmin
u

J(u)− ⟨pk, u− uk⟩+ λH(u)
(5.8)

有 0 ∈ ∂
(

Dpk

J (u, uk) + λH(u)
)
，如果 pk+1 ∈ ∂J

(
uk+1)

，那么

pk+1 = pk − λ∇H
(
uk+1)

(5.9)

为了简化，令 qk+1 = λ∇H
(
uk+1)

，我们有 pk+1 = pk − qk+1.
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Bregman迭代求解无约束最小化问题

然后，如果 p0 = 0，我们有：

p1 = p0 − q1 = −q1

p2 = p1 − q2 = −q1 − q2

...

pk+1 = −
k+1∑
j=1

qj

(5.10)

在文献 [3] 中，作者分析了这个 Bregman 迭代格式的收敛性，结果表明，在
J 和 H 相当弱的假设下，我们有

lim
k→∞

H
(
uk

)
= 0 (5.11)
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Bregman迭代求解约束最小化问题

我们需要解决以下问题

min
u

J(u) such that Au = b (5.12)

令 H(u) = Au− b，使用二次惩罚函数将它变成一个无约束的问题，因此有

min
u

{
J(u) + λ

2
∥Au− b∥2

2

}
(5.13)

这个问题的 Bregman 迭代是

uk+1 = argmin
u

Dpk

J

(
u, uk

)
+ λ

2
∥Au− b∥2

2

= argmin
u

J(u)− ⟨pk, u− uk⟩+ λ

2
∥Au− b∥2

2

pk+1 = pk − λ∇H
(
uk+1)

= pk − λA⊤(Auk+1 − b)

(5.14)
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u

J(u) such that Au = b (5.12)

令 H(u) = Au− b，使用二次惩罚函数将它变成一个无约束的问题，因此有

min
u

{
J(u) + λ

2
∥Au− b∥2

2

}
(5.13)

这个问题的 Bregman 迭代是

uk+1 = argmin
u

Dpk

J

(
u, uk

)
+ λ

2
∥Au− b∥2

2

= argmin
u

J(u)− ⟨pk, u− uk⟩+ λ

2
∥Au− b∥2

2

pk+1 = pk − λ∇H
(
uk+1)

= pk − λA⊤(Auk+1 − b)

(5.14)
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Bregman迭代求解约束最小化问题

在这种情况下，由于 H(u) = Au− b，H 相对于 u 是线性的，我们有

qk = λ∇H
(
uk

)
= λA⊤ (

Auk − b
)

(5.15)

如果 p0 = 0, u0 = 0 ，我们令 pk = λA⊤ (
bk − b

)
，且 b0 = b，我们有

pk+1 = pk − λA⊤(Auk+1 − b)

λA⊤bk+1 = λA⊤ (
bk −Auk+1 + b

)
然后有

bk+1 = bk + b−Auk (5.16)
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Bregman迭代求解约束最小化问题

在(5.14)中我们有：

− pk⊤ (
u− uk

)
+ λ

2
∥Au− b∥2

2

= λ
(
bk − b

)⊤ (
Auk −Au

)
+ λ

2
∥Au− b∥2

2

在梯度下，我们有

∇
(

λ
(
bk − b

)⊤ (
Auk −Au

)
+ λ

2
∥Au− b∥2

2

)
= ∇

(
λ

2
∥Au− bk∥2

2

)
然后 Bregman 迭代可以写成

uk+1 = argmin
u

J(u) + λ

2
∥Au− bk∥2

2

bk+1 = bk + b−Auk

(5.17)
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Bregman迭代求解约束最小化问题

由于 H(u) = Au− b, 无约束问题中的(5.11)现在变成

lim
k→∞

Auk = b (5.18)

换句话说，对于较大的 k，迭代 uk 满足约束条件到任意高度的准确度。

以下定理显示了通过(5.17)得到的 Au = b 的解 u∗ 是原始约束问题(5.12)的解。

Theorem ([3])

让 J : Rn → R 是凸的，A : Rn → Rm 是线性的。考虑算法(5.17)，并假设一
些迭代 u∗ 满足 Au∗ = b。那么 u∗ 是原始约束问题(5.12)的解。

这个定理表明，如果算法在(5.18)的意义上收敛，则迭代 uk 将任意地接近原始约

束问题的解。
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Bregman迭代算法的收敛性质

算法生成的序列在 H 中单调递减。

性质 (H 单调减少 [6])

H(uk+1) ⩽ H(uk+1) + Dpk

J (uk+1, uk) ⩽ H(uk)

残差项 {H(uk)} 的序列收敛于 H 的最小值。

性质 ([6])

如果 ũ 最小化 H : X → R 和 J(ũ) <∞，那么

H(uk) ⩽ H(ũ) + J(ũ)/k.
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Bregman迭代算法的收敛性质

只要剩余项 H(uk; f) > δ2，那么原始信号或图像与当前迭代之间的 Bregman 距
离就会减小。

性质 ([6])

对于一个开集 X，令 H : X → R 假设 H(ũ; f) < δ2 且 H(ũ; g) = 0（f，g，̃u，δ 分

别表示噪声数据，无噪数据，完全恢复，噪音水平）。那么只要 H(uk+1) > δ2 就有

Dpk+1

J (ũ, uk+1) < Dpk

J (ũ, uk)。
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线性 Bregman迭代算法

Bregman 算法是解决基追踪问题的好工具。然而，算法在每一步都需要最小化

Dpk

J (u, uk) + H(u), (5.19)

这在计算上可能是昂贵的。Wotao Yin 和 Osher 等人在 [6] 中介绍了 Bregman
迭代算法的线性化版本。根据矩阵函数的泰勒公式，我们首先对 H(u) 进行线性
化，给定 uk 通过下式与 H(u) 近似

H(u) = H(uk) + ⟨∇H(uk), u− uk⟩. (5.20)

由于这个近似只对 u 接近 uk 准确，因此 Wotao Yin 和 Osher 等人增加了惩罚
项 1

2δ∥u− uk∥2
2，原来的问题被替换为

uk+1 = argmin
u

Dpk

J (u, uk) + H(uk) + ⟨∇H(uk), u− uk⟩+ 1
2δ
∥u− uk∥2

2. (5.21)
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线性 Bregman迭代算法

请注意，惩罚项也使得目标函数有下界，并且

∥(u− uk) + δ∇H(uk)∥2
2 = ∥u− uk∥2

2 + 2δ⟨∇H(uk), u− uk⟩+ δ2∥H(uk)∥2
2.

此外，观察到 ∥H(uk)∥2
2 和 H(uk)是关于 u的常数。因此，迭代(5.21)等价于迭代

uk+1 = argmin
u

Dpk

J (u, uk) + 1
2δ
∥u− (uk − δ∇H(uk))∥2

2. (5.22)

我们将这种方法应用于基追踪问题(5.2)，并让 H(u) = 1
2∥Au− f∥2

2. 把这个
H(u) 代入到(5.22)我们可以得到

uk+1 = argmin
u

Dpk

J (u, uk) + 1
2δ
∥u− (uk − δA⊤(Auk − f))∥2

2. (5.23)
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线性 Bregman迭代算法

为了便于记忆，定义收缩函数如下[16]：对于 µ ≥ 0

shrink(x, µ) =


x− µ, x ∈ (µ,∞)
0, x ∈ [−µ, µ]
x + µ, x ∈ (−∞,−µ)

它遵循

uk+1
i = δ shrink(vk

i , µ).

综上所述，基追踪问题的线性 Bregman 迭代算法可以写成

算法 2 基追踪问题的线性 Bregman 迭代算法

initialize:u = 0, v = 0.
while“∥Au− f∥ does not converge”do

vk+1 = vk + A⊤(f −Auk)
uk+1 = δ shrink(vk+1

i , µ)
end while
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分裂 Bregman迭代算法

在 [9] 中，T.Goldstein 和 S.Osher 介绍了分裂 Bregman 方法来解决如下形
式的一般优化问题

min
u∈X
|Φ(u)|+ H(u) (5.24)

他们方法的关键是解耦(5.24)中能量的 L1 和 L2 部分。然后我们考虑这个
约束最小化问题

min
u,d
{|d|+ H(u)} such that d = Φ(u) (5.25)

像基追踪问题一样，我们放宽约束条件，并将约束优化问题(5.25)转换为无
约束问题

min
u,d
|d|+ H(u) + λ

2
∥d− Φ(u)∥2

2 (5.26)
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分裂 Bregman迭代算法

让 J(u, d) = |d|+ H(u) ，A(u, d) = d− Φ(u) ，可以把(5.26)改写为

min
u,d

J(u, d) + λ

2
∥d− Φ(u)∥2

2 (5.27)

因此，我们可以通过使用迭代 Bregman 算法来求解(5.27)，该算法产生以下序列：(
uk+1, dk+1)

= argmin
u,d

Dpk

J

(
u, uk, d, dk

)
+ λ

2
∥d− Φ(u)∥2

2

= argmin
u,d

J(u, d)− ⟨pk
u, u− uk⟩ − ⟨pk

d, d− dk⟩+ λ

2
∥d− Φ(u)∥2

2

pk+1
u = pk

u − λ(∇Φ)⊤ (
Φ

(
uk+1)

− dk+1)
pk+1

d = pk
d − λ

(
dk+1 − Φ

(
uk+1))

(5.28)
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分裂 Bregman迭代算法

注意到

pk+1
u = pk

u − λ(∇Φ)⊤(Φ(uk+1)− dk+1) (5.29)

= −λ(∇Φ)⊤
k+1∑
i=1

(Φ(ui)− di), (5.30)

和

pk+1
d = pk

d − λ(dk+1 − Φ(uk+1)) = λ

k+1∑
i=1

(Φ(ui)− di). (5.31)

此外，(5.30)和(5.31)有一个公共的求和项，把它重新定义如下：

bk+1 = bk + (Φ(uk+1)− dk+1) =
k+1∑
i=1

(Φ(ui)− di). (5.32)
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分裂 Bregman迭代算法

然后我们可以得到

pk+1
u = −λ(∇Φ)⊤bk+1 (5.33)

pk+1
d = λbk+1 (5.34)

应用(5.33)和(5.34)到(5.28)，我们有

(uk+1, dk+1) = argmin
u,d

J(u, d) + λ⟨bk, Φu− Φuk⟩ − λ⟨bk, d− dk⟩+ λ

2
∥d− Φu∥2

2

= argmin
u,d

J(u, d) + λ

2
∥∥d− Φu− bk

∥∥2
2 + C2

现在我们有了 Bregman 迭代：(
uk+1, dk+1)

= argmin
u,d

|d|+ H(u) + λ

2
∥d− Φ(u)− bk∥2

2 (5.35)

bk+1 = bk +
(
Φ

(
uk+1)

− dk+1)
(5.36)
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分裂 Bregman迭代算法

为了实现这个算法，我们必须能够解决问题(5.35)，已经分解了这个函数的
L1 和 L2 分量，我们可以通过迭代地最小化 u 和 d 来有效地执行这个最小化：

Step 1: uk+1 = argmin
u

H(u) + λ

2
∥dk − Φ(u)− bk∥2

2 (5.37)

Step 2: dk+1 = argmin
d
|d|+ λ

2
∥d− Φ

(
uk+1)

− bk∥2
2 (5.38)

该方案 (5.37-5.38-5.36) 被称为分裂 Bregman 迭代[9]。

将 u 从 L1 问题解耦后，步骤 1 现在是不同的。我们可以使用收缩算子明确
计算 d 的最优值：

dk+1
j = shrink

(
Φ(u)j + bk

j ,
1
λ

)
其中

d = shrink(u, γ) = z

|z|
max(|z| − γ, 0) (5.39)
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分裂 Bregman迭代算法

算法 3 分裂 Bregman 迭代算法
initialize:k = 0, u0 = 0, b0 = 0.
while ∥uk − uk−1∥2 > tol do

for n = 1 to N do
uk+1 = argmin

u

{
H(u) + λ

2 ∥d
k − Φ(u)− bk∥2

2
}

dk+1 = argmin
d

{
|d|+ λ

2 ∥d− Φ
(
uk+1)

− bk∥2
2
}

end for
bk+1 = bk +

(
Φ

(
uk+1)

− dk+1)
end while
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分裂 Bregman算法的收敛性

令 (u∗, d∗, b∗)为 (5.35-5.36)的一个不动点。不动点满足 b∗ = b∗+Φ(u∗)−d∗，

这意味着 d∗ = Φ(u∗)。这个结果与(5.35)相结合，满足 theorem 1 的条件，表明
(u∗, d∗) 是约束问题(5.25)的一个解。
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ADMM与分裂 Bregman 增广拉格朗日法和乘子法

设有如下优化问题：

min
x

f (x) s.t Ax = b (5.40)

(5.40)的增光拉格朗日函数为

Lρ(x, y) = f(x) + y⊤(Ax− b) + ρ

2
∥Ax− b∥2

2

其中 ρ 是一个惩罚参数。惩罚项 ρ
2∥Ax − b∥2

2 的好处是使得对偶函数 gρ(y) =
infx Lρ(x, y) 在更一般的条件下可导，且 ρ → 0 对应于原始问题的解决方案。
那么该问题的迭代公式为

xk+1 = argmin
x

Lρ(x, yk)

yk+1 = yk + ρ
(
Axk+1 − b

) (5.41)

该算法被称为解决问题(5.40)的乘子法（Method of Multipliers）。
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ADMM与分裂 Bregman ADMM算法概述

交替方向乘子法（ADMM）解决了如下形式的约束优化问题

argmin
x

f (x) + g (z) s.t Ux + V z = c (5.42)

ADMM 由迭代最小化增广拉格朗日函数构成

Lρ (x, z, y) = f (x) +g (z) + y⊤ (Ux + V z − c) + ρ

2
∥Ux + V z − c∥2

2 (5.43)

y 是一个拉格朗日乘子，增广拉格朗日参数 ρ 是我们可以选择使 g(z) 平滑的一
个参数。

那么 ADMM 的迭代方式为

xk+1 = argmin
x

Lρ

(
x, zk, yk

)
zk+1 = argmin

z
Lρ

(
xk+1, z, yk

)
yk+1 = yk + ρ

(
Uxk+1 + V zk+1 − c

) (5.44)
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ADMM与分裂 Bregman ADMM算法概述

交替最小化由于目标函数的可分解性而起作用：x 最小化步骤独立于 z 最

小化步骤，反之亦然。后面我们可以看到这种拆分思想非常适合统计学习中的

L1 范数等问题：损失函数 + 正则项。
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ADMM与分裂 Bregman

Bregman 迭代是一类与交替方向乘子法（ADMM）相关的算法以及类似的
基于拉格朗日方法的算法，该方法包含受等式约束的凸函数求和[14]。

已经证明，当约束是线性时，经典的 Bregman 迭代类似于增广拉格朗日
方法[6]，分裂 Bregman 算法被证明与 ADMM 算法密切相关[14]，在有些情况

下等价。

特别地，HUN NIEN 等人还指出，对于 L1 范数正则化的最小二乘拟合问题，
分裂 Bregman 就是 ADMM 的特例[37]。
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分裂 Bregman在图像处理中的一些应用

分裂 Bregman
方法在图像处理
中的一些应用

1. 绪论

研究意义

研究现状

研究内容

2. 图像复原

图像采集

图像错误

复原是不可
逆的问题

3. 预备知识

次梯度和
次微分

Bregman
距离和约
束优化

复原效
果评价

4. 正则化

基本介绍

贝叶斯框架

重建算法

5. 分裂 Breg-
man 方法

两个经
典问题

分裂
Bregman
迭代算法

ADMM
与分裂

Bregman

6. 分裂
Bregman 方
法的一些应用
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图像重建
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分裂 Bregman应用广泛

分裂 Bregman
方法应用

稀疏信号

重建
图像分割

MRI 图像
重建

压缩感知

图像重建

非盲 TV
去卷积

TV 去噪
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稀疏信号重建 基本原理

在这个应用中，我们希望从被污染的信号 f 中恢复 u，假设 u 被一个已知的

算子 A 所改变。那么恢复 u 的一个有用的方法是使用 L1 最小化方案：

argmin
u
|u|+ µ

2
∥Au− f∥2

2

通过设置 Φ(u) = I（恒等式），H(u) = µ
2 ∥Au− f∥2

2，应用分裂 Bregman 算法有
uk+1 = argmin

u

µ
2 ∥Au− f∥2

2 + λ
2 ∥d

k − u− bk∥2
2

dk+1 = argmin
d

|d|+ λ
2 ∥d− uk+1 − bk∥2

2

bk+1 = bk + uk+1 − dk+1

解决上式第一个关于 u 的子问题：

∂u

(
µ
2 ∥Au− f∥2

2 + λ
2 ∥d

k − u− bk∥2
2
)

= 0
⇔ µA⊤(Auk+1 − f)− λ(dk − uk+1 − bk) = 0
⇔ uk+1 = (µA⊤A + λI)−1(µA⊤f + λ(dk − bk))
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稀疏信号重建 基本原理

解决第二个关于 d 的子问题通过收缩算子：

dk+1 = shrink(uk+1 + bk, 1/λ)

算法 4 分裂 Bregman 用于稀疏信号重建

initialize:k = 0, u0 = 0, b0 = 0.
while ∥uk − uk−1∥2 > tol do

for n = 1 to N do
uk+1 = (µA⊤A + λI)−1(µA⊤f + λ(dk − bk))
dk+1 = shrink(uk+1 + bk, 1/λ)

end for
bk+1 = bk + uk+1 − dk+1

end while
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稀疏信号重建 数值结果

根据上面的理论知识和算法，我们首先建立了一个 500 × 1 的稀疏信号 f，

然后将一个 500× 500 的随机算子 A 作用到 f 上得到噪声信号 f0，我们得到的

原始信号 f 和噪声信号 f0 如图 3 所示。
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图 3: 原始稀疏信号和噪声信号
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稀疏信号重建 数值结果

原始信号和重建信号的对比如图 4 所示
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图 4: 分裂 Bregman 用于稀疏信号重建

表 1: 系数信号重建

PSNR
重建误差 原始信号 重建信号

0.0062 18.3097 18.30971

有关稀疏信号重建方面进

一步的文献可以参考 Osher 等
人的工作 [3].
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TV去噪 各向异性 TV去噪

考虑各向异性 Rudin-Osher-Fatemi 去噪模型 [1]，我们想要从 f 中恢复原

始图像 u，他们提出的模型是

min
u
|∇xu|+ |∇yu|+ µ

2
∥u− f∥2

2

为了应用分裂 Bregman 算法，我们首先分别用 dx 和 dy 替代 ∇xu 和 ∇yu。

有以下约束优化问题

min
u,dx,dy

|dx|+ |dy|+
µ

2
∥u− f∥2

2 such that dx = ∇xu and dy = ∇yu

为了弱化这个公式中的约束条件，我们添加二次罚函数项：

min
u,dx,dy

|dx|+ |dy|+
µ

2
∥u− f∥2

2 + λ

2
∥dx −∇xu∥2

2 + λ

2
∥dy −∇yu∥2

2
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TV去噪 各向异性 TV去噪

最后，我们通过应用 Bregman 迭代来严格执行约束：

min
u,dx,dy

|dx|+ |dy|+
µ

2
∥u− f∥2

2 + λ

2
∥dx −∇xu− bk

x∥2
2 + λ

2
∥dy −∇yu− bk

y∥2
2

其中 bk
x 和 bk

y 是通过 Bregman 迭代选择的适当值，所得到的方案如下[9]：

uk+1 = argmin
u

µ

2
∥u− f∥2

2 + λ

2
∥dk

x −∇xu− bk
x∥2

2 + λ

2
∥dk

y −∇yu− bk
y∥2

2

dk+1
x = argmin

dx

|dx|+
λ

2
∥dx −∇xuk+1 − bk

x∥2
2

dk+1
y = argmin

dy

|dy|+
λ

2
∥dy −∇yuk+1 − bk

y∥2
2

bk+1
x = bk

x + (∇xuk+1 − dk+1
x )

bk+1
y = bk

y + (∇yuk+1 − dk+1
y )
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2 + λ

2
∥dk

y −∇yu− bk
y∥2

2

dk+1
x = argmin

dx

|dx|+
λ

2
∥dx −∇xuk+1 − bk

x∥2
2

dk+1
y = argmin

dy

|dy|+
λ

2
∥dy −∇yuk+1 − bk

y∥2
2

bk+1
x = bk

x + (∇xuk+1 − dk+1
x )

bk+1
y = bk

y + (∇yuk+1 − dk+1
y )
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TV去噪 各向异性 TV去噪

算法 5 分裂 Bregman 方法用于各向异性 TV 去噪

Initialize:u0 = f, d0
x = d0

y = b0
x = b0

y = 0
while ∥uk − uk−1∥2 > tol do

uk+1 = Gk

dk+1
x = shrink(∇xuk+1 + bk

x, 1/λ)
dk+1

y = shrink(∇yuk+1 + bk
y , 1/λ)

bk+1
x = bk

x + (∇xuk+1 − dk+1
x )

bk+1
y = bk

y + (∇yuk+1 − dk+1
y )

end while
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TV去噪 各向同性 TV去噪

分裂 Bregman 技术也可以用于具有高斯噪声的各向同性 TV 模型，除了我
们考虑各向同性的总体变化之外，这种情况与之前的情况类似，在这种情况下，我

们希望解决

min
u

∑
i

√
(∇xu)2

i + (∇yu)2
i + µ

2
∥u− f∥2

2 (6.1)

就像我们之前做的那样，我们通过设置 dx = ∇xu 和 dy = ∇yu 来分割 L1
和 L2 分量，这个问题的分裂 Bregman 公式就变成了

min
u,dx,dy

∥(dx, dy)∥2 + µ

2
∥u− f∥2

2 such that dx = ∇xu and dy = ∇yu

其中

∥(dx, dy)∥2 =
∑
i,j

√
d2

x,i,j + d2
y,i,j
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TV去噪 各向同性 TV去噪

请注意，dx 和 dy 与各向异性情况不同，它不会解耦，这改变了必须处理这些

变量的方式。像我们在各向异性情况下一样强化约束，添加惩罚函数项并应用

Bregman 迭代，我们有

min
u,dx,dy

∥(dx, dy)∥2 + µ

2
∥u− f∥2

2 + λ

2
∥dx −∇xu− bx∥2

2 + λ

2
∥dy −∇yu− by∥2

2

应用 Bregman 迭代方法，得到各向同性情况下的分裂 Bregman 方案如下：

uk+1 = argmin
u

µ

2
∥u− f∥2

2 + λ

2
∥dk

x −∇xu− bk
x∥2

2 + λ

2
∥dk

y −∇yu− bk
y∥2

2(
dk+1

x , dk+1
y

)
= argmin

dx,dy

∥(dx, dy)∥2 + λ

2
∥dx −∇xuk − bk

x∥2
2 + λ

2
∥dy −∇yuk − bk

y∥2
2

bk+1
x = bk

x + (∇xuk+1 − dk+1
x )

bk+1
y = bk

y + (∇yuk+1 − dk+1
y )
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TV去噪 各向同性 TV去噪

在各向同性问题中，dx 和 dy 会耦合在一起。我们首先考虑关于 dx 的最小

化问题

0 = dk+1
x

∥(dk
x, dk

y)∥2
+ λ(dk+1

x −∇xuk − bk
x).

定义

sk =
√
|∇xuk + bk

x|
2 + |∇yuk + bk

y |
2 (6.2)

我们通过 sk 来近似 ∥(dk
x, dk

y)∥2，得到

0 = dk+1
x

sk
+ λ(dk+1

x −∇xuk − bk
x).

变形得到

dk+1
x

(
λ + 1

sk

)
= λ(∇xuk + bk

x)
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TV去噪 各向同性 TV去噪

化简得

dk+1
x = skλ(∇xuk + bk

x)
skλ + 1

同理可得

dk+1
y =

skλ(∇yuk + bk
y)

skλ + 1

因此，尽管 dx 和 dy 不像各向异性情况下那样解耦，但我们仍然可以使用广

义收缩公式明确地解决关于 d 的最小化问题。

dk+1
x = max

(
sk − 1

λ
, 0

)
∇xuk + bk

x

sk
(6.3)

dk+1
y = max

(
sk − 1

λ
, 0

) ∇yuk + bk
y

sk
(6.4)
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TV去噪 各向同性 TV去噪

算法 6 分裂 Bregman 方法用于各向同性 TV 去噪

Initialize: u0 = f, d0
x = d0

y = b0
x = b0

y = 0
while ∥uk − uk−1∥2 > tol do

uk+1 = Gk

dk+1
x = max(sk − 1/λ, 0)∇xuk + bk

x

sk

dk+1
y = max(sk − 1/λ, 0)

∇yuk + bk
y

sk

bk+1
x = bk

x + (∇xuk+1 − dk+1
x )

bk+1
y = bk

y + (∇yuk+1 − dk+1
y )

end while
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TV去噪 数值结果

对于我们的实验，我们使用 µ = 0.05，λ = 0.1，c = 25，停止准则是
∥uk−uk−1∥2

∥f∥2
< 10−5。相对误差由 ∥u−X∥2

∥X∥2
来度量。

根据以上参数设置，我们首先将其作用在 512× 512 的经典图像 Lena 上，分
别用各向异性 TV 去噪算法和各向同性 TV 去噪算法进行图像恢复，得到的结
果如图 5 所示。
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TV去噪 数值结果
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图 5: Lena 图像的分裂 Bregman 去噪结果

表 2: Lena 图像 TV 去噪

PSNR 各向异性 TV 去噪 各向同性 TV 去噪
噪声图像 各向异性 TV 去噪 各向同性 TV 去噪 迭代次数 时间 (s) 相对误差 迭代次数 时间 (s) 相对误差

20.190063 27.919886 29.189392 22 7.83 0.010686 19 6.73 0.010143
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TV去噪 数值结果

为了说明分裂 Bregman 算法误差的收敛情况，图 6 展示了 Lena 图像在两
种去噪方法下的相对误差的对数值随着迭代次数的变化情况。
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图 6: Lena 图像的分裂 Bregman 去噪结果

从图 6 中可以看出相对误差随迭代次数的增加并不是单调递减的，那么我
们有理由猜测这个结论是否正确。
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TV去噪 数值结果

从表 3 中我们可以看到，与各向异性 TV 去噪相比，各向同性 TV 去噪速度
更快，迭代次数更少，结果更精确。

表 3: 分裂 Bregman 算法 TV 去噪结果

图像
规模 各向异性 TV 去噪 各向同性 TV 去噪

m n 迭代次数 相对误差 时间（s） 迭代次数 相对误差 时间（s）

Fluid Jet 400 300 29 0.082906 3.117048 24 0.081180 2.358589
Bone 367 490 28 0.067295 4.763319 23 0.064862 3.928985
Gatlinburg 480 640 26 0.045119 8.339040 23 0.043952 7.204275
Durer 648 509 25 0.024920 8.886522 21 0.025723 7.353789
Durer Detail 359 371 30 0.078010 3.705711 25 0.083189 2.890617
Cape Cod 360 360 29 0.086020 3.335583 24 0.082384 2.703716
Clown 200 320 31 0.087864 1.933677 26 0.087427 1.400082
Earth 257 250 27 0.073270 1.605807 23 0.072721 1.394439
Mandrill 480 500 26 0.031280 6.447517 23 0.031230 5.681188
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TV去噪 数值结果

此外，我们还设置噪声方差 c 分别 15，25，35，以此根据不同噪声强度下进行
TV 去噪，并计算相应的峰值信号比（PSNR），计算结果如表 4 所示。

表 4: 不同噪声强度的峰值信号比

图像
c = 15，PSNR c = 25，PSNR c = 35，PSNR

Noisy ATV ITV Noisy ATV ITV Noisy ATV ITV
Fluid Jet 24.6 33.9 37.2 20.2 29.4 32.4 17.3 26.6 29.1
Bone 24.6 34.0 37.7 20.2 29.5 32.7 17.3 26.6 29.1
Gatlinburg 24.6 33.6 36.3 20.2 29.5 32.3 17.3 26.7 29.2
Durer 24.6 28.3 28.1 20.2 26.6 27.2 17.2 24.9 26.0
Durer Detail 24.6 27.3 27.1 20.2 25.9 26.3 17.2 24.4 25.3
Cape Cod 24.7 33.5 36.4 20.2 29.3 32.1 17.2 26.4 28.8
Clown 24.6 30.2 31.1 20.2 27.7 29.2 17.3 26.6 29.1
Earth 24.6 26.5 26.6 20.2 25.2 25.8 17.2 23.9 24.8
Mandrill 24.6 20.0 19.9 20.2 19.7 19.7 17.2 19.3 19.4
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TV去噪 数值结果

图 7 表明 Fluid Jet 图像去噪结果的相对误差单调下降。
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图 7: Fluid Jet 图像的分裂 Bregman 去噪误差结果

谭兵 (SWPU) 2014 级学士学位答辩 (SWPU) 2018-06-10 84 / 117



绪论 图像复原 预备知识 正则化 分裂 Bregman 方法 分裂 Bregman 在图像处理中的一些应用 总结与展望 参考文献

TV去噪 数值结果

图 8 表明 Durer Detail 图像去噪结果在第一次迭代中误差减小，之后误差
单调增加并收敛到比原始噪声图像的相对误差更高的点。
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图 8: Durer Detai 图像的分裂 Bregman 去噪误差结果
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TV去噪 数值结果

图 9 表明 Clown 图像的去燥结果在迭代过程中的相对误差的值是震荡的，
没有一个明显的变化规律。
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图 9: Clown 图像的分裂 Bregman 去噪误差结果
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TV去噪 数值结果

图 10 表明 Mandrill 图像去噪结果的相对误差会随着迭代次数一直增加
下去。
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图 10: Mandrill 图像的分裂 Bregman 去噪误差结果
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TV去噪 数值结果

我们在前面展示了 Bregman 迭代算法的相对误差是单调下降的。然而，最
后三幅图（图 8、图 9 和图 10）表明，具有各向异性和各向同性的分裂 Bregman
算法的相对误差不一定是单调收敛的。

目前我们对这种行为还没有一个令人满意的解释，并且进一步探索它会很

有趣。我们未来还想看看 Bregman 迭代算法中讨论的其他性质是否适用于分裂
Bregman 算法。
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非盲 TV去卷积 各向异性非盲 TV去卷积

模糊图像问题可表示为 g = K ∗ u− f，我们希望从模糊图像 g 中恢复原始

图像 u。除了出现卷积核之外，该模型与前面的去噪问题相同，我们需要解决问题

argmin
u
|∇xu|+ |∇yu|+ µ

2
∥K ∗ u− f∥2

2

根据以前相同的处理办法，令 dx = ∇xu，dy = ∇yu，H(u) = µ
2 ∥Au− f∥2

2，

然后相应的模型如下

uk+1 = argmin
u

H(u) + λ
2 ∥d

k
x −∇xu− bk

x∥2
2 + λ

2 ∥d
k
y −∇yu− bk

y∥2
2

dk+1
x = argmin

dx

|dx|+
λ

2
∥dx −∇xuk+1 − bk

x∥2
2

dk+1
y = argmin

dy

|dy|+
λ

2
∥dy −∇yuk+1 − bk

y∥2
2

bk+1
x = bk

x +∇xuk+1 − dk+1
x

bk+1
y = bk

y +∇yuk+1 − dk+1
y
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dx
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非盲 TV去卷积 各向异性非盲 TV去卷积

整理得到对应的各向异性非盲 TV 去卷积算法 7

算法 7 分裂 Bregman 方法用于各向异性非盲 TV 去卷积

Initialize:u0 = f, d0
x = d0

y = b0
x = b0

y = 0
while ∥uk − uk−1∥2 > tol do

u = F−1
[(

µ
λ |F(A)|2 −F(∆)

)−1
µ
λF(A)F(F )−F(∇(dk − bk))

]
dk+1

x = shrink(∇xuk+1 + bk
x, 1/λ)

dk+1
y = shrink(∇yuk+1 + bk

y , 1/λ)
bk+1

x = bk
x + (∇xuk+1 − dk+1

x )
bk+1

y = bk
y + (∇yuk+1 − dk+1

y )
end while
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非盲 TV去卷积 各向同性非盲 TV去卷积

各项同性非盲 TV 去卷积需要解决的问题如下：

argmin
u

∑
i

√
(∇xu)2

i + (∇yu)2
i + µ

2
∥K ∗ u− f∥2

2

需要注意的是，各向同性非盲 TV 去卷积与各向异性非盲 TV 去卷积之间
的区别依然是 dx 和 dy 的计算。根据前文各向同性 TV 去噪的推导过程，我们
可以得到各向同性非盲 TV 去卷积的 dx 和 dy 的计算公式如下

dk+1
x = max

(
sk − 1

λ
, 0

)
∇xuk + bk

x

sk

dk+1
y = max

(
sk − 1

λ
, 0

) ∇yuk + bk
y

sk

其中

sk =
√
|∇xuk + bk

x|
2 + |∇yuk + bk

y |
2
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非盲 TV去卷积 各向同性非盲 TV去卷积

那么对应的各向同性非盲 TV 去卷积算法如算法 8 所示。

算法 8 分裂 Bregman 方法用于各向同性非盲 TV 去卷积

Initialize:u0 = f, d0
x = d0

y = b0
x = b0

y = 0
while ∥uk − uk−1∥2 > tol do

u = F−1
[(

µ
λ |F(A)|2 −F(∆)

)−1
µ
λF(A)F(F )−F(div(dk − bk))

]
dk+1

x = max(sk − 1/λ, 0)∇xuk + bk
x

sk

dk+1
y = max(sk − 1/λ, 0)

∇yuk + bk
y

sk

bk+1
x = bk

x + (∇xuk+1 − dk+1
x )

bk+1
y = bk

y + (∇yuk+1 − dk+1
y )

end while
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非盲 TV去卷积 数值结果

我们还是以 Lena作为测试图像，设置的模糊核是一个 9×9，σ = 1.5的高斯
核，停止准则是 ∥uk−uk−1∥2

∥f∥2
< 10−5，设置参数 µ = 100000，λ = 50，Niter = 20，

执行程序可以得到图 11。
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图 11: Lena 图像非盲 TV 去卷积

表 5: 非盲 TV 去卷积

PSNR
模糊图像 各项异性 各向同性

30.206851 36.310557 36.451356
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CS图像重建 基本原理

稀疏 MRI 重建问题的一般形式如下

min
u

J(u) such that ∥RFu− f∥2
2 < σ2 (6.5)

在 [6] 中表明，使用 Bregman 迭代技术，问题(6.5)可以被简化为一系列无约
束的形式问题

uk+1 = min
u

J(u) + µ

2
∥RFu− fk∥2

2 (6.6)

fk+1 = fk + f −RFuk+1 (6.7)

我们用分裂 Bregman 技术来解决这个无约束的问题。
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CS图像重建 基本原理

我们得到无约束的 CS 优化算法：
算法 9 无约束的 CS 优化算法

initialize:u0 = F−1f, and d0
x = d0

y = w0 = b0
x = b0

y = b0
w = 0

while ∥uk − uk−1∥2 > tol do
uk+1 = F−1K−1Frhsk

dk+1
x = max(sk − 1/λ, 0)∇xuk + bk

x

sk

dk+1
y = max(sk − 1/λ, 0)

∇yuk + bk
y

sk

wk+1 = shrink(Wuk+1 + bk
w, 1/λ)

bk+1
x = bk

x + (∇xuk+1 − dk+1
x )

bk+1
y = bk

y + (∇yuk+1 − dk+1
y )

bk+1
w = bk

w + (Wuk+1 − wk+1)
end while

请注意，该算法仅解决无约束 CS 问题(6.6)。为了解决约束问题(6.5)，我们
必须在上面的算法中用 fk 代替 f。在近似求解每个无约束问题之后，我们必须

应用 Bregman 更新规则 fk+1 = fk + f −RFuk+1。
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CS图像重建 基本原理

我们得到无约束的 CS 优化算法：
算法 10 无约束的 CS 优化算法

initialize:u0 = F−1f, and d0
x = d0

y = w0 = b0
x = b0

y = b0
w = 0

while ∥uk − uk−1∥2 > tol do
uk+1 = F−1K−1Frhsk

dk+1
x = max(sk − 1/λ, 0)∇xuk + bk

x

sk

dk+1
y = max(sk − 1/λ, 0)

∇yuk + bk
y

sk

wk+1 = shrink(Wuk+1 + bk
w, 1/λ)

bk+1
x = bk

x + (∇xuk+1 − dk+1
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bk+1
y = bk

y + (∇yuk+1 − dk+1
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bk+1
w = bk

w + (Wuk+1 − wk+1)
end while
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必须在上面的算法中用 fk 代替 f。在近似求解每个无约束问题之后，我们必须
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CS图像重建 基本原理

当我们在这个无约束算法内部的外面嵌入 Bregman 更新时，我们得到以下
算法 11：

算法 11 约束的 CS 优化算法

initialize:u0 = F−1f, and d0
x = d0

y = w0 = b0
x = b0

y = b0
w = 0

while ∥RFuk − f∥2
2 > σ2 do

for i = 1 to N do
uk+1 = F−1K−1Frhsk

dk+1
x = max(sk − 1/λ, 0)∇xuk + bk

x

sk

dk+1
y = max(sk − 1/λ, 0)

∇yuk + bk
y

sk

wk+1 = shrink(Wuk+1 + bk
w, 1/λ)

bk+1
x = bk

x + (∇xuk+1 − dk+1
x )

bk+1
y = bk

y + (∇yuk+1 − dk+1
y )

bk+1
w = bk

w + (Wuk+1 − wk+1)
end for
fk+1 = fk + f −RFuk+1

end while
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CS图像重建 合成图像 CS重建

图 12 展示了从 25% 的 k 空间数据恢复合成图像
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图 12: 从 25% 的 k 空间数据恢复合成图像

表 6: 合成图像重建结果

PSNR
重建误差 噪声图像 重建图像

6.6972× 10−9 8.715005 81.74106
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表 6: 合成图像重建结果

PSNR
重建误差 噪声图像 重建图像

6.6972× 10−9 8.715005 81.74106
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CS图像重建 合成图像 CS重建

图 13 展示了不同 k 空间数据恢复合成图像的情况。
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图 13: 不同 k 空间数据恢复合成图像比较

表 7: 合成图像重建对比

k 数据 重建误差 PSNR(噪声：8.715005 )

10% 9.8333× 10−6 50.073021
30% 2.4951× 10−10 96.029067
50% 1.3391× 10−13 128.731772
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CS图像重建 真实图像 CS重建

图 14 展示了从 25% 的 k 空间数据恢复 Lena 图像
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图 14: 从 25% 的 k 空间数据恢复 Lena

表 8: Lena 图像重建结果

PSNR
重建误差 噪声图像 重建图像

0.0123 5.671858 19.109545
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CS图像重建 真实图像 CS重建

分别在 10%、30%、50% 的 k 空间数据情况下的重建图像如图 15 所示。
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图 15: 不同 k 空间数据恢复 Lena 图像比较

表 9: Lena 图像重建对比

k 数据 重建误差 PSNR(噪声：5.671858 )

10% 0.0218 16.619690
30% 0.0105 19.789812
50% 0.0139 24.084200
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MRI图像重建 基本原理

压缩感知制定了以下约束优化问题：

min
u

J(u) such that ∥RFu− f∥2
2 < σ2, (6.8)

基于图像获取中帧之间的固有相似性，我们扩展(6.8)中的公式以最小化空
间和时间上的 TV。使用各向同性时空 TV模型，我们获得以下约束优化问题[17]：

min
u
∥(∇xu,∇yu)∥2 + ∥∇tu∥1 such that ∥RFu− f∥2

2 < σ2 (6.9)

其中 ∇t 是时间导数，∥∇tu∥1 是时间 TV。
根据前面的方法，我们让 dx ← ∇xu、dy ← ∇yu 和 dt ← ∇tu，通过应用

Bregman 迭代，将问题(6.8)转换为无约束优化问题

min
u
∥(dx, dy)∥2 + ∥dt∥1 + µ

2
∥RFu− fk∥2

2 + λ

2
∥dk

x −∇xu− bk
x∥2

2

+ λ

2
∥dk

y −∇yu− bk
y∥2

2 + λ

2
∥dk

t −∇tu− bk
t ∥2

2

(6.10)
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MRI图像重建 基本原理

解决问题(6.9)中约束优化问题的完整算法如算法 12 所示。

算法 12 约束的时空 TV 重建算法

initialize:u0 = F−1f, and d0
x = d0

y = b0
x = b0

y = b0
t = 0

while ∥RFuk − f∥2
2 > σ2 do

for i = 1 to N do
uk+1 = F−1K−1Frk

dk+1
x = max(sk − 1/λ, 0)∇xuk + bk

x

sk

dk+1
y = max(sk − 1/λ, 0)

∇yuk + bk
y

sk

dk+1
t = shrink(∇tu

k+1 + bk
t , 1/λ)

bk+1
x = bk

x + (∇xuk+1 − dk+1
x )

bk+1
y = bk

y + (∇yuk+1 − dk+1
y )

bk+1
t = bk

t + (∇tu
k+1 − dk+1

t )
end for
fk+1 = fk + f −RFuk+1

end while
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MRI图像重建 数值结果

我们得到了大脑图像的两种重建结果如图 16 所示。

图 16: 两种方法重建结果

表 10: STV 和 STTV 数值结果

噪声图像 STV STTV

误差 — 0.1275 0.0573
PSNR 26.0627 31.26238 38.23819
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MRI图像重建 数值结果

为了比较两种不同算法在迭代时间上的差异性，我们做出了两种算法的相

对误差随迭代次数之间的变化情况如图 17 所示。
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图 17: 重建误差与外循环迭代次数的关系
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图像分割 基本原理

分割和对象提取是图像处理和计算机视觉中最重要的任务之一。凸分割可

以表现为如下形式[13]

min
0≤u≤1

|∇u|g + µ⟨u, r⟩

我们应用分裂 Bregman 方法，像之前的问题一样，引入辅助变量 d ← ∇u

（这里 d = (dx, dy),∇u = (∇xu,∇yu)）。为了执行弱等式约束，我们添加一个二次
罚函数。我们得到以下无约束优化问题[13]

(u∗, d∗) = argmin
0≤u≤1,d

|d|g + µ

2
⟨u, r⟩+ λ

2
∥d−∇u∥2

2 (6.11)
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图像分割 基本原理

为了严格执行约束条件，我们使用 Bregman 迭代来解决问题，由此产生的
优化问题序列是

(uk+1, dk+1) = argmin
0≤u≤1,d

|d|g + µ

2
⟨u, r⟩+ λ

2
∥d−∇u− bk∥2

2

bk+1 = bk +∇uk − dk

分裂 Bregman 用于图像分割的算法如下

算法 13 分裂 Bregman 方法用于图像分割

while ∥uk − uk−1∥2 > tol do
定义 rk = (ck

1 − f)2 − (ck
2 − f)2

uk+1 = max{min{β, 1}, 0}
dk+1 = shrinkg(bk +∇uk+1, λ)
bk+1 = bk +∇uk − dk

Find Ωk = {x : uk(x) > µ}
更新 ck+1

1 =
∫

Ωk f dx，ck+1
2 =

∫
(Ωk)c f dx

end while
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图像分割 数值结果

首先将其运用在 256× 256 图像上，分割结果如图 18 所示。

(a) 原始图像 (b) 分割结果

图 18: 大米图像分割
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图像分割 数值结果

然后将其运用在经典的 512× 512 Lena 图像上，分割图像如图 19 所示。

(a) 原始图像 (b) 分割结果

图 19: Lena 图像分割
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图像分割 数值结果

我们比较了几种边缘检测算子对 Lena 图像的分割情况，图 20 展示了五种
不同的边缘检测算子对 Lena 图像的边缘检测情况。

图 20: Lena 图像的边缘检测结果
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主要研究内容

研究了分裂 Bregman 方法在图像处理中的一些应用，主要研究内容如下：

研究整理了图像处理的相关数学原理和基础知识，包括凸和下半连续、次梯

度和次微分、Bregman 距离等重要概念，并研究了岭回归、Lasso 和最佳子集
回归基础上的正则化技术。

研究了分裂 Bregman 方法与增广拉格朗日乘子法及交替方向乘子法的内
在关联，及其在无约束优化和约束优化问题中的求解应用。

针对稀疏信号重建模型、全变差去噪模型、非盲 TV 去卷积模型、图像重建
模型以及图像分割模型研究其分裂 Bregman 求解算法，并通过数值实验验
证其有效性。
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证其有效性。
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下一步的工作

主要从理论和应用两个方向上再进行深入研究，未来的一些展望如下：

分裂 Bregman 方法与传统的一些方法有密切的联系，如对偶法、拉格朗日
乘子法、ADMM、贝叶斯方法，需要作进一步的研究，才能对现有算法进行改
进和延伸。

分裂 Bregman 方法在计算效率上还有很大的改进空间，这也是进一步研究
的方向。

分裂 Bregman 方法对正则化参数比较敏感，目前国内外还没有一种通用的
选择方法，这也是本文需要进一步研究的方向。

在图像分割方面我们做的工作比较少，仅仅是实现了分裂 Bregman 算法用
于 GCS 图像分割，未来可以考虑实现图像修复和字符提取等方面的内容。
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